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截尾数据整体估计方法

傅惠民, 林逢春
(北京航空航天大学 固体力学研究所,北京　100083)

摘要: 提出一种截尾数据整体估计方法。该方法能够将仿真 (或数字化设计)结果与截尾试验数据或不完全

数据有机结合,实现多个状态下 (多个母体)截尾试验数据或不完全数据的整体推断,从而建立各状态下正态

分布、极值分布和W eibu ll分布等位置- 尺度分布族的参数估计量,给出母体百分位值的置信限和置信区间

估计。与传统方法相比,该方法具有信息量大,精度高的特点,能够进行极小子样可靠性评定。文中还给出一

种利用截尾试验数据或不完全数据对仿真结果进行检验的方法。
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In tegra l Estimate M ethod for Cen sored Data
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Beijing U n iversity of A eronau t ics and A stronau t ics,Beijing 100083, Ch ina)

Abstract: A n in tegra l est im ate m ethod fo r cen so red data o r incomp lete data of valuab le

p roducts is p resen ted. Com b in ing the resu lts of sim u la t ion o r d ig ita l design and cen so red da2
ta o r incomp lete data, it can to ta lly infer the cen so red data o r the incomp lete data in m u lt i2
sta te (fo r m u lt i2popu la t ion). A nd then, in each sta te, it can derive the est im ato rs of the loca2
t ion and the scale param eter, and the confidence lim its and in tervals of popu la t ion per2
cen t iles. Compared w ith trad it ional m ethod, th is p resen ted m ethod no t on ly has h igher p reci2
sion bu t a lso so lves the p rob lem of reliab ility assessm en t w ith very sm all samp le. A no ther

m ethod is a lso p resen ted,w h ich can test the resu lts of sim u la t ion o r d ig ita l design w ith cen2
so red data o r incomp lete data.
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　　鉴于仿真和数字化设计在工程中的应用越来

越广泛,文献[ 1 ]针对正态分布完全数据和指数分

布截尾数据, 提出一种能够将仿真 (或数字化设

计)结果与试验数据有机地相结合,把多个不同状

态下 (多个母体)的试验数据作为一个整体进行统

计分析的方法,解决了一种状态下只有一个试验

数据时产品可靠性评定的难题。本文进一步将上

述方法推广到工程中常用的位置- 尺度分布族,

包括正态分布、对数正态分布、极值分布和

W eibu ll 分布等的截尾数据和不完全数据的情

况,实现截尾数据和不完全数据的极小子样可靠

性评定。



1　多个位置- 尺度分布的整体推断

1. 1　整体分布参数估计

　　设X i为第 i ( i= 1, 2,⋯, m )个状态下的位置

- 尺度分布族[2 ]随机变量,即

X i～
1
Ρi

f
x - Λi

Ρi
　　 - ∞ < x < + ∞

- ∞ < Λi < + ∞,　　Ρi > 0 (1)

其分布函数为 F
x - Λi

Ρi
。式中 Λi 和 Ρi 分别为位

置参数和尺度参数。令X
o
i =

X i- Λi

Ρi
,则X

o
i 为标准

位置- 尺度分布族随机变量,具有不含任何未知

参数的概率密度函数 f (x
o)和分布函数 F (x

o)。正

态分布、两参数W eibu ll分布和极值分布等均属

于位置- 尺度分布族。令

Λi = k i Λ　　　i = 1, 2,⋯,m (2)

Ρi = l i Ρ　　　i = 1, 2,⋯,m (3)

式中 Λ和 Ρ被称为整体分布参数,它们均未知。k i

和 l i ( i= 1, 2,⋯, m )分别为位置系数和尺度系数,

它们可由仿真、数字化设计等方法求得。为了便于

工程应用,可将试验次数较多的某一状态所对应

的 k i 和 l i取为 1。

设在第 i 个状态下进行 n i 个试样的独立试

验, X i 1≤X i 2≤⋯≤X i qi
为观测到的前 q i 个顺序

统计量, i= 1, 2,⋯, m。则整体分布参数 Λ和 Ρ的
最佳无偏估计量由下面两式给出:

Λδ = ∑
m

i= 1
∑

qi

j = 1
a i jX i j (4)

Ρδ= ∑
m

i= 1
∑

qi

j = 1
bi jX i j (5)

式中

a i j =

c2k i

l2
i
∑

qi

j 1= 1

v i j j1 -
d
l i
∑

qi

j1= 1

u i j 1v
i j j 1

c1c2 - d 2 (6)

bi j =

c1

l i
∑

qi

j1= 1
u i j 1v

i j j1 -
d k i

l2
i
∑

qi

j1= 1
v i j j1

c1c2 - d 2 (7)

其中

c1 = ∑
m

i= 1
∑

qi

j1, j 2= 1

k 2
i

l2
i

v i j 1 j2 (8)

c2 = ∑
m

i= 1
∑

qi

j 1, j2= 1

u i j1u i j2v
i j1 j2 (9)

d = ∑
m

i= 1
∑

qi

j1, j 2= 1

k i

l i
u i j1v

i j 1 j2 (10)

(v i j1 j 2) qi×qi
= (v i j1 j 2

) - 1
qi×qi

i = 1, 2,⋯,m (11)

式中 u i j = E (X
o
i j ) , j = 1, 2, ⋯, q i; v i j1 j 2 = Cov

(X
o
i j1 , X

o
i j2

) , j 1, j 2 = 1, 2, ⋯, q i; i= 1, 2, ⋯, m ; 分

别为标准位置- 尺度分布族随机变量X
o
i j = [X i j

- Λi ]öΡi 的均值和协方差。它们仅与 n i, q i 和 F

(x
o)有关,而与 Λi 和 Ρi无关,并且可以查表[3 ]或通

过专门程序计算得到。

证明:由于

X i j = Λi + ΡiX
o
i j

i = 1, 2,⋯,m ;　j = 1, 2,⋯, q i (12)

所以

X i j = k i Λ + l iΡu i j + Εi j

i = 1, 2,⋯,m ;　j = 1, 2,⋯, q i (13)

式中

Εi j = Ρi (X o
i j - u i j ) = X i j - k i Λ - l iΡu i j

i = 1, 2,⋯,m ;　j = 1, 2,⋯, q i (14)

且有

E (Εi j ) = 0

i = 1, 2,⋯,m ;　j = 1, 2,⋯, q i (15)

Cov (Εi j1 , Εj j2
) =

Cov (X i j1 , X j j2
) =

l2
i Ρ2v i j1 j 2　i = j

0　　　　i≠ j

i, j = 1, 2,⋯,m ;　j 1, j 2 = 1, 2,⋯, q i (16)

令

Q = ∑
m

i= 1
Q i = ∑

m

i= 1
∑

q i

j1, j2= 1

1
l2

i
Εi j1v

i j 1 j2Εi j 2 =

∑
m

i= 1
∑

qi

j 1, j2= 1

1
l2

i
X i j1 - k i Λ - l iΡu i j1 v i j1 j2 ×

X i j2 - k i Λ - l iΡu i j 2
(17)

求解线性方程组5Q
5Λ= 0,

5Q
5Ρ= 0,即得式 (4)和 (5)。

进一步还可以证明,式 (4)和 (5)给出的 Λδ和
Ρδ是 Λ和 Ρ的最佳线性无偏估计,其方差和协方

差分别为:

D (Λδ) = Ρ2∑
m

i= 1
∑

qi

j1, j2= 1

l2
i a i j 1a i j2v i j 1 j2

(18)
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D (Ρδ) = Ρ2∑
m

i= 1
∑

qi

j1, j2= 1

l2
i bi j1bi j2v i j 1 j2

(19)

Cov (Λδ, Ρδ) = Ρ2∑
m

i= 1
∑

qi

j1, j2= 1
l2

i a i j1bi j 2v i j1 j 2
(20)

并且 Λδ和 Ρδ渐近服从二维正态分布。大量M on te

Carlo 模拟表明,当数据总量 q = ∑
m

i= 1

q i 稍大时, Λδ

和 Ρδ即可近似为二维正态分布。

1. 2　各状态下位置参数和尺度参数的区间估计

　　第 i 个状态下母体X i 的位置参数 Λi 和尺度

参数 Ρi 的无偏估计量分别为:

Λδi = k i Λδ　　i = 1, 2,⋯,m (21)

Ρδi = l i Ρδ　　i = 1, 2,⋯,m (22)

其方差和协方差分别为:

D (Λδi) = k 2
iD (Λδ)　i = 1, 2,⋯,m (23)

D (Ρδi) = l2
iD (Ρδ)　i = 1, 2,⋯,m (24)

Cov (Λδi, Ρδi) = k i l iCov (Λδ, Ρδ)

i = 1, 2,⋯,m (25)

　　第 i 个状态下母体X i 的位置参数 Λi 置信水

平为 Χ的单侧置信上、下限分别为:

ΛU i = Λδi +
Ρδi

1 - u 2
ΧS i 22
×

u 2
ΧS i 12 + u Χ u 2

Χ(S 2
i 12 - S i 11S i 22) + S i 11

i = 1, 2,⋯,m (26)

ΛL i = Λδi +
Ρδi

1 - u 2
ΧS i 22
×

u 2
ΧS i 12 - u Χ u 2

Χ(S 2
i 12 - S i 11S i 22) + S i 11

i = 1, 2,⋯,m (27)

式中

S i 11 = D (Λδi) Ρ2
i　i = 1, 2,⋯,m (28)

S i 22 = D (Ρδi) Ρ2
i　i = 1, 2,⋯,m (29)

S i 12 = Cov (Λδi, Ρδi) Ρ2
i　i = 1, 2,⋯,m (30)

将式 (18)～ (20)和式 (23)～ (25)代入得:

S i 11 =
k 2

i

l2
i
∑

m

j= 1
∑

qi

j1, j 2= 1

l2
j a j j1a j j2v j j 1 j2

i = 1, 2,⋯,m (31)

S i 22 = ∑
m

j = 1
∑

q i

j1, j2= 1
l2

j bj j 1bj j2v j j 1 j2

i = 1, 2,⋯,m (32)

S i 12 =
k i

l i
∑

m

j = 1
∑

qi

j1, j 2= 1

l2
j a j j1bj j2v j j1 j 2

i = 1, 2,⋯,m (33)

即

P ΛL i ≤ Λi = Χ　i = 1, 2,⋯,m (34)

P Λi ≤ ΛU i = Χ　i = 1, 2,⋯,m (35)

P ΛL i≤ Λi ≤ ΛU i = 2Χ- 1

i = 1, 2,⋯,m (36)

　　第 i个状态下母体 X i 的尺度参数 Ρi 置信水

平为 Χ的单侧置信上、下限分别为:

ΡU i =
Ρδi

1 - uΧ S i 22

　i = 1, 2,⋯,m (37)

ΡL i =
Ρδi

1 + uΧ S i 22

　i = 1, 2,⋯,m (38)

即

P ΡL i ≤ Ρi = Χ　i = 1, 2,⋯,m (39)

P Ρi ≤ ΡU i = Χ　i = 1, 2,⋯,m (40)

P ΡL i ≤ Ρi ≤ ΡU i = 2Χ- 1

i = 1, 2,⋯,m (41)

1. 3　各状态下母体百分位值的置信限

　　第 i个状态下母体 X i 概率为 P 的百分位值

x P i= Λi+ F
- 1 (P ) Ρi的无偏估计量由下式给出:

X
δ

P i = Λδi + F - 1 (P ) Ρδi　i = 1, 2,⋯,m (42)

其置信水平为 Χ的单侧置信上、下限分别为:

X P U i = Λδi +
Ρδi

1 - u 2
ΧS i 22

F - 1 (P ) + u 2
ΧS i 12 + k P i

i = 1, 2,⋯,m (43)

X P L i = Λδi +
Ρδi

1 - u 2
ΧS i 22

F - 1 (P ) + u 2
ΧS i 12 - k P i

i = 1, 2,⋯,m (44)

即

P X P L i ≤ x P i = Χ　i = 1, 2,⋯,m (45)

P x P i≤X P U i = Χ　i = 1, 2,⋯,m (46)

P X P L i≤ x P i ≤X P U i = 2Χ- 1

i = 1, 2,⋯,m (47)

式中

k P i = uΧ u 2
Χ(S 2

i 12 - S i 11S i 22) + S i 11 +
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F - 1 (P )
2
S i 22 + 2F - 1 (P )S i 12

1
2

i = 1, 2,⋯,m (48)

　　式 (26)、(27)、(37)、(38)、(43)和 (44)给出的

位置参数、尺度参数和百分位值的置信上、下限公

式不仅适用于本文情况,而且对位置参数 Λi 和尺

度参数 Ρi 的估计量 (Λδi, Ρδi)服从二维正态分布的

情况均适用。因此,可将它们用于文献[ 4, 5 ]等中

的尺度参数和百分位值置信上、下限计算,以减小

尺度参数未知时引入的误差。

2　位置- 尺度分布族仿真结果检验

　　文献[ 1, 6 ]分别给出了利用正态分布完全数

据和指数分布截尾试验数据对仿真结果进行检验

和修正的方法。下面将进一步建立能够利用位置

- 尺度分布族截尾试验数据对式 (2)和 (3)进行检

验的方法。

首 先, 根 据 最 佳 线 性 无 偏 估 计 方 法

(BLU E) [2 ]分别对每个状态下的截尾试验数据进

行处理,得到各状态下位置参数 Λi 和尺度参数 Ρi

的估计量 Λδi、Ρδi, 及其方差D (Λδi)、D (Ρδi)和协方差

Cov (Λδi, Ρδi) , i= 1, 2,⋯, m。然后,按下述方法对仿

真或数字化设计得到的位置系数 k i和尺度系数 l i

( i= 1, 2,⋯, m )是否满足式 (2)和 (3)进行检验。

2. 1　尺度系数 l i的检验方法

　　计算表明,当 l i 满足式 (3) ,且 q i≥n iö2, i= 1,

2,⋯, m 时,统计量 ς2
Ρ分布的上 Α≤0. 2 分位点可

以用 ς2 (m - 1)分布的上 Α分位点近似,其中:

ς2
Ρ =

1
C Ρ

Μln ΡδT - ∑
m

i= 1
Μi ln

Ρδi

l i
(49)

式中

ΡδT =
1
Μ∑

m

i= 1
ΜiΡδi l i (50)

Μi =
Ρ2

i

D (Ρδi)
=

1
L qi, n i

(51)

Μ= ∑
m

i= 1
Μi (52)

其中, C Ρ为修正系数,对于正态分布和对数正态分

布:

C Ρ =
1
2

1 +
1

2 (m - 1) ∑
m

i= 1

1
Μi

-
1
Μ

(53)

对于极值分布和W eibu ll分布:

C Ρ =
1

2. 1
1 +

1
3 (m - 1) ∑

m

i= 1

1
Μi

-
1
Μ

(54)

式中L qi, n i
为第 i个状态下尺度参数 Ρi的最佳线性

无偏估计量 Ρδi 的方差系数,可由可靠性试验用表

查得[3 ] ,也可通过专门程序计算得到。

因此,对于给定的显著性水平Α,假设H 0: l i ( i

= 1, 2,⋯, m )满足式 (3)的拒绝域为:

ς2
Ρ≥ ς 2

Α(m - 1) (55)

如果式 (55)成立,则可以断定 l i ( i= 1, 2,⋯, m )不

满足式 (3) ,即仿真或数字化设计不正确。

2. 2　位置系数 k i的检验

　　在尺度系数 l i满足式 (3)的前提下, 计算表

明,当 k i 满足式 (2) , 且 q i≥n iö2, i = 1, 2, ⋯, m

时,统计量 ς 2
Λ1和 ς2

Λm分布的上Α≤012分位点可以

用 ς 2 (m - 2)分布的上 Α分位点近似,其中:

ς2
Λ1 =

1
C Λ

(m - 1) ln S 2
T 1 -

∑
m

i= 2
ln

(Λδi - Λδ1k iök 1) 2

l2
iD 3 (Λδi) + D 3 (Λδ1) k 2

i l2
1ök 2

1

(56)

ς2
Λm =

1
C Λ

(m - 1) ln S 2
T m -

∑
m - 1

i= 1
ln

(Λδi - Λδm k iökm ) 2

l2
iD 3 (Λδi) + D 3 (Λδm ) k 2

i l2
m ök 2

m

(57)

式中

S 2
T 1 =

1
m - 1∑

m

i= 2

(Λδi - Λδ1k iök 1) 2

l2
iD 3 (Λδi) + D 3 (Λδ1) k 2

i l2
1ök 2

1

(58)

S 2
T m =

1
m - 1∑

m - 1

i= 1

(Λδi - Λδm k iökm ) 2

l2
iD 3 (Λδi) + D 3 (Λδm ) k 2

i l2
m ök 2

m

(59)

D 3 (Λδi) =
D (Λδi)

Ρ2
i

= A qi, n i
(60)

C Λ = 1 +
m

7 (m - 1)
(61)

其中 k 1 和 km 分别为 k i ( i= 1, 2,⋯, m )中的最小

值和最大值。A qi, n i
为第 i个状态下位置参数 Λi最

佳线性无偏估计量Λδi 的方差系数。同样可由可靠

性试验用表[3 ]查得,也可通过专门程序计算得到。

因此,对于给定的显著性水平 Α,假设 H 0: k i

( i= 1, 2,⋯, m )满足式 (2)的拒绝域为:

m ax ς2
Λ1, ς 2

Λm ≥ ς2
Α(m - 2) (62)

如果式 (62)成立,则可以断定 k i ( i= 1, 2,⋯, m )不

满足式 (2) ,即仿真或数字化设计不正确。

当 q i< n iö2时,对于正态分布或 q i 稍大的情
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况,也可用式 (55)和 (62)对 l i 和 k i 是否满足式

(3)和 (2)进行检验。

3　各状态只有一个失效数据的情况

3. 1　整体推断

　　当各个状态下只有一个失效数据,整体分布

参数 Λ和 Ρ2 的无偏估计量可由下面两式计算:

Ρδ2 =
1

m∑
m

i= 1

1
w 2

i
X i 1 - k iX

{ 2 (63)

Λδ = X{ - uθΡδ (64)

式中

X{ =
1

m′∑
m

i= 1
k iX i 1 ( l2

i v i 11) (65)

w 2
i = ( l iu i 1 - k iu

θ) 2 + l2
i v i 11 -

k 2
i

m′
(66)

uθ =
1

m′∑
m

i= 1
k iu i 1 ( l iv i 11) (67)

m′= ∑
m

i= 1
k 2

i ( l2
i v i 11) (68)

　　各状态下位置参数Λi 和尺度参数 Ρi ( i= 1, 2,

⋯,m )的估计量仍由式 (21)和 (22)给出。

3. 2　位置参数和尺度参数的检验

　　对于给定的显著性水平Α,若第 i个状态下的

失效数据X i 1满足下式:

X i 1 ≥ Λ′i + Ρ′iF - 1 1 -
Α
2

1ön i

(69)

或

X i 1 ≤ Λ′i + Ρ′iF - 1 1 - 1 -
Α
2

1ön i

(70)

则可以断定第 i个状态下位置参数Λi 和尺度参数

Ρi 的仿真结果 Λ′i 和 Ρ′i ( i= 1, 2,⋯, m )不正确,否

则不能拒绝式 (2)和 (3)。

4　结　论

　　 (1) 本文方法首先采用仿真或数字化设计得

到的各状态下的位置参数和尺度参数,求得位置

系数 (各状态位置参数与某一状态位置参数之比)

和尺度系数 (各状态尺度参数与某一状态尺度参

数之比) ,然后通过位置系数和尺度系数将各个不

同状态下的试验数据转换到某一状态下进行统计

分析,得到该状态下的位置参数和尺度参数估计

量,再反过来给出各个不同状态下的经过试验数

据修正的位置参数和尺度参数估计量。

(2) 建立了正态分布、对数正态分布、极值分

布、W eibu ll 分布等位置- 尺度分布族的参数和

百分位值的点估计和置信区间估计公式。

( 3) 提出一种能够利用截尾试验数据对仿

真、数字化设计等方法得到的位置系数 k i 和尺度

系数 l i ( i= 1, 2,⋯, m )进行小子样检验的方法。

(4) 若将本文公式中截尾数据顺序统计量的

均值、方差和协方差换成不完全数据顺序统计量

的均值、方差和协方差[7 ] ,则本文方法也适用于不

完全数据。

(5) 本文方法能够利用截尾数据或不完全数

据进行极小子样可靠性评定。大量M on te Carlo

模拟和工程应用表明,在试样数相同的情况下,本

文方法比传统方法具有更高的精度,而在精度相

同的情况下,则可以节省大量试样。
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